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自动驾驶路径规划
结构化场景 -> Conformal Lattice Planner

非结构化场景 -> Hybrid A* + 复合 heuristics

任务规划（Mission Planning）

行为规划（Behavior Planning）

运动规划（Motion Planning）

路径规划（Path Planning） 速度分布（Velocity Profile）

运动控制（Motion Control）



自动驾驶速度分布生成

任务规划（Mission Planning）

行为规划（Behavior Planning）

运动规划（Motion Planning）

路径规划（Path Planning） 速度分布（Velocity Profile）

运动控制（Motion Control）



自动驾驶速度分布生成

任务规划（Mission Planning）

行为规划（Behavior Planning）

运动规划（Motion Planning）

路径规划（Path Planning） 速度分布（Velocity Profile）

运动控制（Motion Control）

启动

跟车、变道时与前车交互

停车

结构化场景



结构化场景中的目标速度 –影响因素 I

参考速度 𝑣!"#
• 由用户指定：“请开到 80 km/h”
• 受到道路限速的限制

• 收到交通管制装置的约束

𝑣!"# ≤ 60 𝑘𝑚/ℎ 𝑣!"# = 0 𝑘𝑚/ℎ 𝑣!"# = 0（持续2s）



结构化场景中的目标速度 –影响因素 II

前车速度 𝑣-"./
• 在自车到达前车尾部附近时，自车速度必须降
到前车速度相同或者之下

红点：
• 碰撞位置（collision point）



碰撞点（Collision Point）与碰撞时间（Time-To-Collision）

自车

他车

预测的
他车轨迹

自车参考轨迹
TTC

碰撞点



碰撞点（Collision Point）与碰撞时间（Time-To-Collision）
将车辆模拟成3个圆盘，按照预测轨迹向前模拟车的未来状态

在每一个时间步，进行碰撞检测

当碰撞发生时，记录碰撞时间、碰撞点



结构化场景中的目标速度

前车速度 𝑣-"./
• 在到达路径上的碰撞点（红点）时，自车速度
必须降到与前车速度相同或者之下



结构化场景中的目标速度 – 影响因素 III

运动学与动力学限制的最大速度 𝑣0
• 摩擦力椭圆：车辆加速度在椭圆内不会导致打滑
• 舒适矩形：车辆加速度在矩形内，乘客感到舒适
• 横向加速度限制 -> 纵向速度限制：

• 车辆横向加速度与速度、转弯半径的关系：

• 根据曲率定义：

• 于是：



结构化场景中的目标速度分布

运动学与动力学限制的最大速度 𝑣0
• 在轨迹上任意一个点，若当时的曲率是 𝜅!,
那么：

• 车辆在运动到第 𝑖个离散点时，必须满足：

𝑣 ≤ 𝑣"!

𝑣$!

𝑣$"

𝑣$#
𝑣$$

𝑣$%



结构化场景中的目标速度分布

结合以上三项因素，可以算出
最终目标速度𝑣!：



结构化场景中的速度曲线生成

在当前路径段内，将速度从 𝑣" 变化到 𝑣!

方法1：线性斜坡曲线（Linear Ramp Profile）
• 将 𝑣# 与 𝑣$ 沿着弧长维度线性插值
• 需要的加速度可以计算为：

• 若达到最大加速度限制，则不一定能达到 𝑣$：

𝑣%

𝑣#



结构化场景中的速度曲线生成

在当前路径段内，将速度从 𝑣" 变化到 𝑣!

方法2：梯形曲线（Trapezoidal Profile）
• 匀加/减速-匀速-匀加/减速
• 停车时适用

𝑣%

𝑣#



结构化场景中的速度曲线生成

在当前路径段内，将速度从 𝑣" 变化到 𝑣!

方法2：梯形曲线（Trapezoidal Profile）
• 第一段：执行匀加速度 𝑠% 达到临时速度 𝑣"

𝑣%

𝑣&



结构化场景中的速度曲线生成

在当前路径段内，将速度从 𝑣" 变化到 𝑣!

方法2：梯形曲线（Trapezoidal Profile）
• 第一段：执行匀加速度 𝑠% 达到临时速度 𝑣"
• 第三段：执行匀加速度 𝑠% 达到最终速度 0

𝑣&



结构化场景中的速度曲线生成

在当前路径段内，将速度从 𝑣" 变化到 𝑣!

方法2：梯形曲线（Trapezoidal Profile）
• 第一段：执行匀加速度 𝑠% 达到临时速度 𝑣"
• 第二段：执行匀速运动

• 第三段：执行匀加速度 𝑠% 达到最终速度 0 𝑣&𝑣&



结构化场景中的速度曲线



自动驾驶速度分布生成

任务规划（Mission Planning）

行为规划（Behavior Planning）

运动规划（Motion Planning）

路径规划（Path Planning） 速度分布（Velocity Profile）

运动控制（Motion Control）

启动

跟车、变道时与前车交互

复杂动态交互

停车

结构化场景

非结构化场景



Recap：Hybrid A* 时空搜索

5D时空栅格：< 𝑥, 𝑦, 𝜃, 𝑑𝑖𝑟, 𝑡 >

自车轨迹扩展：< 𝑞’, 𝑡 + 1 > = < 𝑓(𝑞, 𝑢), 𝑡 >
• 他人/车轨迹预测：< 𝑞"'() , 𝑡 + 1 >= 𝑚(ℎ"'( , ℎ, 𝑐, 𝑡)

• 碰撞检测：
• 对于所有𝑡’, < 𝑞#, 𝑡′ >与 < 𝑞$%&# , 𝑡′ >的几何是否发生
重叠？

在搜索中如何引入速度信息？

速度！



Hybrid A* 时空搜索 + 速度控制

轨迹扩展控制输入： 𝑢 =< 𝜙, 𝑣# >
• 𝜙 =方向盘角度或 𝜙 =方向盘的变化率

• 𝑣$ =终点速度

• 𝑣$也需要受到多方面的限制：
• 交通限速 (<=60) 、红绿灯（=0）

• 曲率限制（与方向盘角度相关）

𝑣%

𝑣#



自动驾驶速度分布生成

任务规划（Mission Planning）

行为规划（Behavior Planning）

运动规划（Motion Planning）

路径规划（Path Planning） 速度分布（Velocity Profile）

运动控制（Motion Control）

启动

跟车、变道时与前车交互

其他复杂交互

停车

结构化场景

非结构化场景



自动驾驶运动规划实用方法
结构化场景 -> Conformal Lattice Planner

非结构化场景 -> Hybrid A* + 复合 heuristics + 速度输入

没有完备性、最优性等理论性质！

任务规划（Mission Planning）

行为规划（Behavior Planning）

运动规划（Motion Planning）

路径规划（Path Planning） 速度分布（Velocity Profile）

运动控制（Motion Control）



自动驾驶运动规划实用方法的理论性质

完备性：当解存在时，算法可以保证在有限时间内找到解；
当解不存在时，算法也可以在有限时间内报告不存在
• Conformal lattice planner 不具备完备性

• 无法考虑所有可能的行车轨迹

• Hybrid A* 不具备完备性
• 扩展时只考虑有限的、固定时长的控制输入

最优性：当有解存在时，算法可以保证在有限时间内找到最
优解
• 最优性需建立在完备性的基础上

• Conformal lattice planner 与 Hybrid A* 都不具备最优性

是否存在理论性质好的
运动规划算法？



自动驾驶与机器人学

机器人学

感知 控制

运动规划 策略规划

系统架构自动驾驶技术

有限应用

领域内拓展



机器人运动规划

看起来很不一样？
其实不然



如何为所有机器人设计通用的运动规划算法？

?
?

扫地机器人
是一个圆盘

自动驾驶汽车
形状不完美对称

关节机器人
复杂的运动学结构



如何为所有机器人设计通用的运动规划算法？

配置空间（Configuration Space）
• 配置空间中所有机器人都可以被当做一个点

Tomas Lozano-Perez
Professor, MIT



配置与配置空间

机器人的配置 (configuration)
• 是一组能够完全确定机器人身上每个点的位置的参数 𝑞
= (𝑞*, 𝑞+, … , 𝑞,)

配置空间 𝐶 (Configuration space or C-space) 
• 是机器人所有可能配置构成的集合，也就是说，任何配置都是
配置空间中的一个点

配置空间维度 𝑑
• 是可以确定机器人配置的最小参数量，也叫做机器人的自由度
（Degrees of freedom, DOF）



车辆配置空间

车辆的配置 (configuration)
• 𝑞 = (𝑥, 𝑦, 𝜃)?
• 𝑞 = (𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣)?

车辆的配置空间维度 𝑑
• DOF = 3

配置空间 𝐶 (Configuration space or C-space)
• 柱体

𝑥

𝑦
𝜃

=



车辆的配置空间（非平坦路面）

车辆的配置 (configuration)
• 𝑞 = (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜃' , 𝜃- , 𝜃.)

配置空间 𝐶 (Configuration space or C-space)
• 3D刚体变换群：𝐶 = 𝑆𝐸 3 = 𝑅/ × 𝑆𝑂(3)

车辆的配置空间维度 𝑑
• DOF = 6



机器人如何成为一个点？

工作空间 配置空间



机器人如何成为一个点？

工作空间 配置空间



配置空间结构

给定一个配置 𝑞，如果处于 𝑞的机器人不与工
作空间中的任何障碍物相碰撞，则𝑞被称为无碰
撞的（collision free）

自由空间（free space，𝐶$%&&）是所有无碰撞
配置（collision-free configuration）的集合

配置空间障碍物（C-space obstacles，𝐶'()）
是所有发生碰撞的配置集合

白色： 𝐶'($$

阴影： 𝐶&)*



运动规划问题的通用定义

工作空间 配置空间

在 𝐶!*++ 中，给定一个起始配置（start configuration）和终点配置
（goal configuration），计算一条完全处于 𝐶!*++ 中的连续路径
• 输入 {𝑞), 𝑞*}（query）

• 输出连续变换 𝜏: 0,1 → 𝐶$%&&

A*, D* Lite, Hybrid A* 都是通过将
C-space 离散化为栅格，然后在
其中进行搜索



栅格搜索的计算复杂度

栅格搜索的计算时间通常随着配置空间的维度呈指数增长

例：对于一个 𝑑维的配置空间，在每个维度上离散为 10个
值，就会有 10+个格子。在最坏情况下，需要搜索完所有
格子才能达到最优解。

例：在越野飞车的自动驾驶问题中，若将一个 100𝑚×
100𝑚×20𝑚的场地按照 0.5𝑚的粒度离散化，将角度按 15
度离散化，则有 2.2×10,# 个格子。

栅格搜索算法通常不能在超过 3-DOF 的机器人系统中应用



攻克高维空间中的运动规划

用随机采样近似表达自由空间（𝑪𝒇𝒓𝒆𝒆）

𝑪𝒇𝒓𝒆𝒆 中的随机采样

𝑪𝒐𝒃𝒔

𝑪𝒇𝒓𝒆𝒆



概率道路图（Probabilistic Roadmap, PRM）

将随机采样通过局部路径互相连接，构造一个连通的道路图（roadmap）

对于给定 query {𝑞), 𝑞*}，首先将它们连接到PRM

在图中进行搜索，寻找最优路径

𝑪𝒐𝒃𝒔

𝑞3

𝑞4

边：𝑪𝒇𝒓𝒆𝒆 中的无碰撞局部路径（直线）

节点：𝑪𝒇𝒓𝒆𝒆 中的随机采样



PRM 算法
Input:

N: the number of roadmap nodes
geometry of a robot and obstacles

Output:
roadmap G = (V, E)

BasicPRM
1: V ← ∅ and E ← ∅.
2:  while |V| <= N
3:   q ← a configuration sampled uniformly at random from C.
4:    if Collision-Free(q) = TRUE then
5: Add q to V.
6:      Nq ← a set of nodes in V that are close to q.
7:      for each q’∈ Nq, in order of increasing distance d(q,q’)
8:        if LINK(q’,q) = TRUE then
9:          Add an edge between q and q’ to E.
10:return G = (V,E)

LINK:
• （holonomic）构造q到q’的直线路径
• （nonholonomic）求解边界值问题得到局部路径
• 对局部路径进行碰撞检测
LINK是PRM中最耗时的部分



PRM 的理论性质

PRM具有概率完备性：
• 如果解存在，随着计算时间趋近于∞， PRM算法找到解的概率将趋近于1
• 当有足够多的随机采样时，PRM有高概率找到可行解

PRM不擅长窄通道问题（narrow passage problem）

“narrow passage”



PRM + 重要性采样

在连通性低的“困难区域”进行更多的采样

• 对于roadmap中的每一个顶点，定义一个重要性权重（importance weight）

• 其中 deg(q) 是顶点在 roadmap 中的连接度

• 以概率 𝜋(𝑞)选取节点 𝑞
• 在节点 𝑞 附近进行随机采样
• 将新的采样点添加到 PRM



PRM + 重要性采样

在连通性低的“困难区域”进行更多的采样



PRM 中的学习元素

随机采样-> 数据

PRM -> 储存经验的容器

对于在相同环境的新问题，利用经验
快速解决

当环境发生局部的变化，可以局部地
更新 PRM，适应变化



PRM 适用与不适用场景

当机器人在同一环境中需要进行许多次运动规划时
适用
• 多询问运动规划（Multi-Query Planning）

在变化度高的或有动态障碍物的环境中不适用
• 机器人每次运动规划面临的环境都不一样
• PRM 可重用性非常低

• 单询问运动规划（Single-Query Planning）



单询问运动规划（Single-Query Planning）

只考虑从 𝑞) （或者 𝑞*）“可到达”的配置

从 𝑞) 和 𝑞* 出发，分别扩展一颗树
• 每次随机采样一个全局配置，扩展其中一颗搜索树

不断尝试连接（connect）两棵树，即连通起点与终点

=>快速探索随机树（Rapidly-exploring Random Tree, RRT）



Rapidly-exploring Random Tree（RRT）

Extend: RRT 从一个目标采样分布（Sampling Distribution，
比如 C-space 中的均匀分布）中采样机器人配置，用以构建
搜索树。在每次迭代中：
• 随机采样一个无碰撞的配置 𝑝

• 在树中找到离 𝑝最近的顶点 𝑞

• 从顶点 𝑞 出发，沿着向随机配置 𝑝的直线方向移动 𝛿 距离，
到达新的顶点 𝑞’:
• 若 𝑞 到 𝑞’的直线路径无碰撞，将 𝑞’加入搜索树 δ

q

p

q'



Rapidly-exploring Random Tree（RRT）

Greedy extend: RRT 从一个目标采样分布（Sampling
Distribution，比如C-space 中的均匀分布）中采样机器人配
置，用以构建搜索树。在每次迭代中：
• 随机采样一个无碰撞的配置 𝑝

• 在树中找到离 𝑞 最近的顶点 𝑞

• 从顶点 𝑞 出发，沿着向随机配置 𝑝的直线方向移动 𝛿 距离，
到达新的顶点 𝑞’:
• 若 𝑞 到 𝑞’的直线路径无碰撞，将 𝑞’加入搜索树
• 使 𝒒 = 𝒒’ , 重复以上扩展过程，直至发生碰撞或到达 𝒑

δ



Rapidly-exploring Random Tree（RRT）

Connect:当搜索树 𝑇每次新扩展顶点 𝑞， RRT 尝试将 𝑞 作为目标，对
另一棵树 𝑇’进行扩展：
• 若 𝑇’成功连接到 𝑞 则规划成功，返回连接起点与终点的路径

T

T’

q



Rapidly-exploring Random Tree（RRT）

后处理 (shortcutting):沿着路径，在各个顶点不断寻找捷径（shortcuts），
以将路径变得更平滑：

• 对于每一个顶点 𝑝5 ,尝试与 𝑔𝑜𝑎𝑙和 𝑝6 (𝑗 > 𝑖)建立直线连接

• 若成功，用 (𝑝5 , 𝑝6)或 (𝑝5 , 𝑔𝑜𝑎𝑙)替代原本的 {𝑝5 , … , 𝑝6}, 或 {𝑝5 , … , 𝑔𝑜𝑎𝑙}路径



RRT 理论与实用性质

理论：RRT与 PRM一样具有概率完备性
• 如果解存在，随着计算时间趋近于 ∞， RRT 找到解的概率将趋近于 1
• 当有足够多的随机采样时，RRT 有高概率找到可行解

实用：RRT + shortcutting通常能迅速地生成高质量路径



RRT 应用于自动驾驶

每条边应当是车辆可以执行的路径/轨迹



Closed-Loop RRT (CL-RRT)

采样控制（转向、速度），而不是采样状态

利用底层控制器和动力学模型生成扩展路径

直接规划轨迹，而不是路径



采样策略：根据道路结构进行偏置采样（biased sampling）

Closed-Loop RRT (CL-RRT)

道路结构信息
（车道线）

按道路结构设计的采样分布

生成一系列参考点 (𝑠3, 𝑠4, 𝑣56+)
𝑣56+按最终车辆停止计算

运动控制器生成的实际轨迹
𝑥(𝑡)

根节点



Closed-Loop RRT (CL-RRT)

不同场景的采样分布：

十字路口：对整个路口区域用
高斯分布覆盖

停车场：对车的前方区域与停车
点的前方区域用高斯分布覆盖

单行道掉头：按照三点掉头法
则，分阶段设计采样分布



扩展策略：给定一个采样，根据 Dubins curve的长度计算与
树中顶点的距离，并给顶点排序

Closed-Loop RRT (CL-RRT)

𝑇

𝑠

𝑞[

𝑞\

𝑞]



扩展策略：优先扩展最近距离的顶点
• 通过连接 𝑞 和 𝑠构造参考轨迹

• 利用底层控制器与动力学模型生成扩展路径 𝑥(𝑡)

• 完全扩展时，路径的末端车辆总是速度为零，因此标记为“安全”

Closed-Loop RRT (CL-RRT)

𝑞

𝑞′
𝑠

𝑥(𝑡)



扩展策略：优先扩展最近距离的顶点
• 通过连接 𝑞 和 𝑠构造参考轨迹

• 利用底层控制器与动力学模型生成扩展路径 𝑥(𝑡)

• 不完全扩展时，路径的末端车辆速度不为零，因此标记为“不安全”

Closed-Loop RRT (CL-RRT)

𝑞 𝑞′

𝑠



扩展策略：每次扩展时，会添加一串途径顶点，以允许从途径
点扩展路径

Closed-Loop RRT (CL-RRT)

𝑞 𝑞′

𝑠

允许从路径中的任意途径顶点
（车速不为0）扩展



Closed-Loop RRT (CL-RRT)
执行逻辑伪代码：

预测下一时间步的状态（interleaving planning and execution）

直到车辆到达终点

RRT树搜索

若有解，选择最优的“安全”路径

若无解，选择紧急停车

模拟最优控制序列，得到参考轨迹 x(t)

若无碰撞，给运动控制器执行

若有碰撞，在树中找其他最优路径 (why?)



CL-RRT 效果演示 – 停车

紫色：到达goal的前向轨迹
浅棕色：未到达goal的前向轨迹
蓝绿色：倒车轨迹
红色：不安全轨迹
绿色：最优轨迹



CL-RRT 效果演示 – 十字路口

紫色：到达goal的前向轨迹
浅棕色：未到达goal的前向轨迹
蓝绿色：倒车轨迹
红色：不安全轨迹
绿色：最优轨迹



第九讲总结

自动驾驶路径规划算法
• Hybrid A*
• Conformal lattice planner

动态环境中的规划
• 运动预测

• 时空搜索

自动驾驶速度曲线生成
• 目标速度分布
• 线性、梯形

基于采样的运动规划算法
• PRM
• RRT
• 自动驾驶：CL-RRT



第九讲扩展阅读
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第九讲扩展阅读
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层级式自动驾驶规划架构

任务规划（Mission Planning）

行为规划（Behavior Planning）

运动规划（Motion Planning）

路径规划（Path Planning） 速度分布（Velocity Profile）

运动控制（Motion Control）

输
入
输
出
抽
象
程
度
降
低

运
行
频
率
增
高



第十讲：决策规划I

蔡盼盼副教授
上海交通大学清源研究院

研究领域：机器人规划、机器人学习、自动驾驶

邮箱：Cai_panpan@sjtu.edu.cn

网站：https://cindycia.github.io/

本讲材料与设计借鉴了David Hsu在NUS的课程 CS5478



确定性环境与随机环境

确定性环境：
• 可以准确预测环境动态（自车的行为结果与障碍物的运动）

随机环境：
• 无法准确预测环境动态（自车的行为结果与障碍物的运动）



机器人与随机环境的交互

感知
Perception 状态转移

State Transition

被动观察：
• 车辆停在十字路口，观察其他车辆和行人的行为（感知）

世界状态
车辆位置、速度、

目标位置



马尔科夫链（Markov Chain）

Markov chain包含两个基本元素：
• 𝑆: 状态空间

• 状态 𝑠可以表示场景中所有人、车所在的
几何状态、行为状态

• 𝑇(𝑠, 𝑠’) = 𝑝(𝑠’|𝑠)：状态转移函数
• 表达状态转移的随机性：若当前世界处在
状态 s, 下一步转移到状态 s’ 的概率是多少？

𝑃(𝑠′|𝑠):



马尔科夫链（Markov Chain）

假设：
1. 离散时间

• 用离散时间步近似地表征连续时间

2. 马尔科夫性（ Markovian）
• 当给定当前状态时，过去状态与未来状态为
独立的随机变量

• Markov chain的动态贝叶斯图蕴含了条件独
立性假设

• Causal chain 被阻隔

𝑠" 𝑠"+,𝑠"-,

𝒔𝒕8𝟏 ⊥ 𝒔𝒕:𝟏 | 𝒔𝒕

𝑃(𝑠′|𝑠):



机器人与随机环境的交互

动作
Action

（受机器人动作影响下的）
状态转移

State Transition

主动交互：
• 车辆观察其他车辆和行人的行为（感知），并找机会穿过十字路口（动作）

感知
Perception

世界状态
车辆位置、速度、

目标位置



马尔科夫决策过程（Markov Decision Process）
MDP包含了一下四个元素：
• 𝑆:状态空间

• 状态 𝑠可以表示场景中所有人、车所在的几何、行为状态

• 𝐴:动作空间
• 动作 𝑎可以表示自车的行为

• 底层行为：方向盘角度、加速度

• 高层行为：跟车、变道、避让，…

• 𝑇(𝑠, 𝑎, 𝑠’) = 𝑝(𝑠’|𝑠, 𝑎)：状态转移函数
• 表达机器人行为带来的不确定性结果：若当前世界处在状态

s, 机器人执行动作 𝑎, 世界下一步转移到状态 s’ 的概率是多少？

• 𝑅(𝑠, 𝑎)：奖励函数
• 表达机器人任务：若机器人在世界状态 s 执行动作 a, 所获得
的即时奖励是多少？

• 例：碰撞（-30000），到达终点（+100），变道（-4），…



马尔科夫决策过程（Markov Decision Process）

假设：
1. 离散时间：用离散时间步近似地表征连续时间

2. 马尔科夫性（ Markovian）：当给定当前状态时，
过去状态与未来状态为独立的随机变量
• MDP 的动态贝叶斯图蕴含了独立性假设

• Causal chain 通路被阻隔

• Common Cause 通路被阻隔

𝑠" 𝑠"+, 𝑠"+.

𝑎" 𝑎"+,

𝑟" 𝑟"+, 导致了什么奖励/惩罚？

𝒔𝒕8𝟏 ⊥ 𝒔𝒕:𝟏 | 𝒔𝒕

𝒔𝒕8𝟏 ⊥ 𝒓𝒕 | 𝒔𝒕

𝒔𝒕:𝟏 ⊥ 𝒓𝒕 | 𝒔𝒕

发生了什么事？

机器人应当如何决策？



MDP 状态空间图

𝒔𝟐是一个吸收状态（absorbing state）！

• 进入 𝑠+后逃离的概率为0

• 在 𝑠* 执行 𝑎*一定会进入 𝑠+

• 在 𝑠% 执行 𝑎*也一定会进入 𝑠+

• 不断执行 𝑎%在 𝑠% 与 𝑠* 之间循环？
• 每次循环都有 0.8*0.5 的概率落入 𝑠+
• 随着时间趋于无穷，落入 𝑠+ 的概率
将趋于1



有限时域MDP规划（Finite horizon MDP planning）

找到一条动作序列，使得某个前瞻时域内的价值最大化
• 时域（horizon）：前瞻的时间步数
• 价值（value）：沿着动作序列的累积奖励的期望值

对所有可能发生
的轨迹求期望值

对整个前瞻时域
求累积奖励

𝑉 = 𝔼 4
#$%

&

𝛾#𝑅(𝑠#, 𝑎#)

𝑠/

𝑠,

𝑎/

𝑇(𝑠%, 𝑎%, 𝑠*)



有限时域 MDP 规划的解

Finite horizon MDP的解可以表达为两种形式：
开环计划（Open-loop plan）：𝒂𝒕 = 𝝅(𝒕)
• 针对任意时间 𝑡，指定一个相应的机器人动作 𝑎&
• 但机器人动作对世界状态的影响结果是不确定的，开环
策略无法根据未来可能的情况灵活调整动作

𝑠/

𝑠,. 𝑠,0𝑠,,

𝑎!

𝑎" 𝑎" 𝑎"



有限时域 MDP 规划的解

Finite horizon MDP的解可以表达为两种形式：
闭环计划（Closed-loop plan）：𝒂𝒕 = 𝝅(𝒔𝒕)
• 根据任意的世界状态 𝑠&，指定一个相应的机器人动作 𝑎&
• Closed-loop plan 通常称作策略（policy）

𝑠/

𝑠,. 𝑠,0𝑠,,

𝜋(𝑠!)

𝜋(𝑠"") 𝜋(𝑠"#) 𝜋(𝑠"$)

“策略树”（policy tree）



策略图（Policy Graph）

𝜋：𝑆 → 𝐴



有限时域 MDP 规划的解（例）

开环计划（Open-loop plan）：𝒂𝒕 = 𝝅(𝒕)
• 针对任意时间 𝑡，指定一个相应的机器人动作 𝑎&

闭环计划/策略（Closed-loop plan）：𝒂𝒕 = 𝝅(𝒔𝒕)
• 针对任意的世界状态 𝑠&，指定一个相应的机器人动作 𝑎&

RRT 输出的是？

CL-RRT 输出的是？



思考题

考虑两个相似的环境：
• 第一个环境具有确定性的环境动态（deterministic dynamics），
即每次机器人运动都导致同样的结果。

• 另一个环境具有随机性的环境动态（stochastic dynamics），
即每次机器人运动都可能导致不同的结果。机器人以 0.9 的概
率到达目的位置，以 0.1 的概率偏移到其他位置（可能落入黑
色区域，reward 为 -1）。

两个环境中的最优策略有何不同？

Goal



思考题

永远选择距离最短
路径

考虑两个相似的环境：
• 第一个环境具有确定性的环境动态（deterministic dynamics），
即每次机器人运动都导致同样的结果。

• 另一个环境具有随机性的环境动态（stochastic dynamics），
即每次机器人运动都可能导致不同的结果。机器人以 0.9 的概
率到达目的位置，以 0.1 的概率偏移到其他位置（可能落入黑
色区域，reward 为 -1）。

两个环境中的最优策略有何不同？



思考题

前进距离最短，但后
退更加安全（奖励更
高）

考虑两个相似的环境：
• 第一个环境具有确定性的环境动态（deterministic dynamics），
即每次机器人运动都导致同样的结果。

• 另一个环境具有随机性的环境动态（stochastic dynamics），
即每次机器人运动都可能导致不同的结果。机器人以 0.9 的概
率到达目的位置，以 0.1 的概率偏移到其他位置（可能落入黑
色区域，reward 为 -1）。

两个环境中的最优策略有何不同？



有限时域 MDP 规划（闭环策略版本）

找到一个最优策略，使得某个前瞻时域内的价值最大化
• 策略价值（value）：执行策略可获得的累积奖励的期望值

• 最优?

𝑠/

𝑠,

𝑎/
考虑所有可能发
生的轨迹

整个前瞻时域内
的累积奖励

𝑉0(𝑠) = 𝔼 4
#$%

&

𝛾#𝑅 𝑠#, 𝑎# |𝑠% = 𝑠, 𝑎# = 𝜋(𝑠#)

𝑇(𝑠%, 𝑎%, 𝑠*)

机器人始终按策
略 𝜋选择动作



有限时域 MDP 规划（最优量）

最优值（optimal value）：从状态 s 出发，所能达到的
最优策略价值

𝑉∗ 𝑠 = max
1

𝑉1 𝑠

= max
1

𝔼 +
23"

4

𝛾5𝑅 𝑠5 , 𝑎5 |𝑠" = 𝑠, 𝑎5 = 𝜋 𝑠5

最优策略（optimal policy）：使值最大化的策略

𝜋∗ 𝑠 = argmax
1

𝑉1 𝑠

最优 Q值（optimal q-value）：从状态 s 出发，执行
动作 a 之后，所能达到的最优值
𝑄∗ 𝑠, 𝑎 = 𝑅 𝑠", 𝑎 + max

1
𝔼[𝑉1 𝑠6 ]

𝑠/

𝑠,

𝑎/

V-节点：可计算
𝑉∗ 𝑠 , 𝜋∗ 𝑠

Q-节点：可计算
𝑄∗ 𝑠, 𝑎

a 可以是任意动作！



最优量计算：Bellman 最优性条件

MDP的最优值满足以下充分必要条件：

最优值（optimal value）版本：

𝑉∗ 𝑠 = max
7
𝑅 𝑠, 𝑎 + 𝛾+

89
𝑇 𝑠, 𝑎, 𝑠9 𝑉∗(𝑠′)

最优 Q 值 – V值双循环版本：

𝑄∗ 𝑠, 𝑎 = 𝑅 𝑠, 𝑎 + 𝛾+
8=
𝑇 𝑠, 𝑎, 𝑠9 𝑉∗(𝑠′)

𝑉∗ 𝑠 = max
7
𝑄∗(𝑠, 𝑎)

最优策略（optimal policy）版本：
𝜋∗ 𝑠 = argmax

7
𝑄∗ 𝑠, 𝑎

𝑠/

𝑠,

𝑎/

max

exp

V-节点

Q-节点



MDP 规划与树搜索

前瞻时域内，所有可能的轨迹构成一棵树：
𝑠/

𝑎! 𝑎"

𝑠, 𝑠. 𝑠.

𝑎! 𝑎" 𝑎! 𝑎" 𝑎! 𝑎"

𝑠! 𝑠" 𝑠#𝑠# 𝑠# 𝑠# 𝑠#

H=2

0.8

0.5 1.0

0.2 1.0

0.5



MDP规划与树搜索
在树中运用 Bellman equation，得到
动态规划算法：
• 在所有叶节点 s 赋值 V(s)=0
• 上移半层，对所有 Q-节点计算：

𝑄 𝑠, 𝑎 = 𝑅 𝑠, 𝑎 +T
)8
𝑇 𝑠, 𝑎, 𝑠8 𝑉 (𝑠′)

（其中 s’ 是 s 的子节点）

• 上移半层，对所有 V-节点计算：
𝑉 𝑠 = max

9
𝑄 𝑠, 𝑎

（其中 a 是机器人可选择的动作）

• 循环直至处理完根节点 𝑠#
• 对于任意树节点 s , 最优策略为:

𝜋 𝑠 = argmax
9

𝑄 𝑠, 𝑎

𝑠/

𝑎! 𝑎"

𝑠, 𝑠. 𝑠.

𝑎! 𝑎" 𝑎! 𝑎" 𝑎! 𝑎"

𝑠! 𝑠" 𝑠#𝑠# 𝑠# 𝑠# 𝑠#

H=2

0.8

0.5 1.0

0.2 1.0

0.5

max

max max max

exp exp

exp exp exp exp exp exp

𝑉∗ 𝑠 = max
>
𝑅 𝑠, 𝑎 + 𝛾:

3)
𝑇 𝑠, 𝑎, 𝑠) 𝑉∗(𝑠′)



动态规划算法的优缺点

优点：
• 为所有未来可能遇到的状态计算了在时域内的
最优策略，策略树可以运行 H 步

缺点：
• 计算复杂度：

𝑶( 𝑨 𝑯 𝑺 𝑯)
• 对于示例问题：重复的分支太多

𝑠/

𝑎! 𝑎"

𝑠, 𝑠. 𝑠.

𝑎! 𝑎" 𝑎! 𝑎" 𝑎! 𝑎"

𝑠! 𝑠" 𝑠#𝑠# 𝑠# 𝑠# 𝑠#

H=2

0.8

0.5 1.0

0.2 1.0

0.5

max

max max max

exp exp

exp exp exp exp exp exp

𝑉∗ 𝑠 = max
>
𝑅 𝑠, 𝑎 +:

3)
𝑇 𝑠, 𝑎, 𝑠) 𝑉∗(𝑠′)



MDP规划问题（例）
机器人的工作空间是一个 10x10 栅格：
• 灰色代表障碍物
• 终点在右下角
• 到达终点取得+1奖励，其余时间没有奖励

没有障碍物的情况下，机器人在每一步可以选择移
动到相邻4个格子，成功率为3/4。失败时，机器人
会以同等的概率滑到其他3个格子。

机器人也可以选择停在原地不动

𝛾 = 0.9

S ?
A ?
T ?
R ?



MDP规划问题（例）
值迭代（Value Iteration）
• 将所有起点状态的动态规划同时进行

• 初始化时时，对所有状态 s 赋值：

• 每次迭代时，对所有状态 s 计算：

𝑉& 𝑠 = max
>
𝑅 𝑠, 𝑎 + 𝛾:

3)
𝑇 𝑠, 𝑎, 𝑠) 𝑉&8*(𝑠′)

𝑉% 𝑠 = 0



MDP规划问题（例）
值迭代（Value Iteration）
• 初始化时时，对所有状态 s 赋值：

• 每次迭代时，对所有状态 s 计算：

• 迭代至所有 V(s) 收敛

𝑉& 𝑠 = max
>
𝑅 𝑠, 𝑎 + 𝛾:

3)
𝑇 𝑠, 𝑎, 𝑠) 𝑉&8*(𝑠′)

𝑉% 𝑠 = 0

如何提取最优策略？



动态规划算法的优缺点

优点：
• 计算了所有未来可能遇到的状态在时域内的最
优策略，策略树可以运行 H 步

缺点：
• 计算复杂度：

𝑶( 𝑨 𝑯 𝑺 𝑯)
• 对于示例问题：重复的分支太多

-> 值迭代: 𝑶(𝑵|𝑨| 𝑺 𝟐)

• 对于自动驾驶问题：
• |A|=?
• |S|=?

𝑠/

𝑎! 𝑎"

𝑠, 𝑠. 𝑠.

𝑎! 𝑎" 𝑎! 𝑎" 𝑎! 𝑎"

𝑠! 𝑠" 𝑠#𝑠# 𝑠# 𝑠# 𝑠#

H=2

0.8

0.5 1.0

0.2 1.0

0.5

max

max max max

exp exp

exp exp exp exp exp exp

𝑉∗ 𝑠 = max
>
𝑅 𝑠, 𝑎 +:

3)
𝑇 𝑠, 𝑎, 𝑠) 𝑉∗(𝑠′)


