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车辆运动学

运动学模型（kinematics model）
• 描述物体运动的数学模型（等式、运动学限制）

• 它关注的是物体的运动学量（位置、速度、角速度等）之间的关系

• 它不涉及物体运动状态改变的原因（力、力矩、质量等）

车辆运动学模型（vehicle kinematics model）
• 低速驾驶时适用

• 通常是2D平面内的模型（3D地形也可以张成2D面）

背景要求：
• 一点点中学几何



车辆状态（Vehicle State）

车辆状态是能完全描述车辆在某一特定时刻的几何状态的一组变量

(𝑥, 𝑦, 𝜃)

位置 朝向

能否直接控制状态变量？



直接控制状态变量？

直接执行 𝜏(𝑡) =
𝑥 𝑡
𝑦 𝑡
𝜃 𝑡

?



非完整约束（nonholonomic constraint）

非完整约束是指对状态的导数的不可积分约束

• 实例：轮胎抓牢地面形成对车辆前后轮速度的约束

• (𝑥̇, 𝑦̇)只能朝前：
𝑥̇ 𝑡 = 𝑔! 𝜃 𝑡 , 𝑡
𝑦̇(𝑡) = 𝑔"(𝜃 𝑡 , 𝑡)

• 𝜃̇由前轮转向角𝜙决定：
𝜃̇(𝑡) = 𝑔# 𝜙(𝑡)

• 效果：车辆无法原地旋转



车辆运动学结构 (vehicle kinematic structure)

控制变量 (𝑢)
• 𝜙:转向角
• 𝑣:纵向速度

状态变量 (𝑞)
• (𝑥, 𝑦, 𝜃):位置、朝向

其他应变量与常量
• 𝜌:转弯半径
• 𝐿：前后轴的距离

？



车辆运动学模型 (vehicle kinematic model)

通用形式：

𝑞̇ = 𝑓(𝑞, 𝑢)

对于车辆：

𝑥̇ = 𝑓,(𝑥, 𝑦, 𝜃, 𝜙, 𝑣)

𝑦̇ = 𝑓-(𝑥, 𝑦, 𝜃, 𝜙, 𝑣)

𝜃̇ = 𝑓.(𝑥, 𝑦, 𝜃, 𝜙, 𝑣) 角速度

线速度



自行车模型 (bicycle model)

线速度（velocity）：
𝑥̇ = 𝑣 cos 𝜃
𝑦̇ = 𝑣 sin 𝜃

𝜙

后轮为参考点：(𝑥$ , 𝑦$)

瞬时旋转中心

转弯半径

图片来自Coursera

后轮速度

车体朝向

前轮转向角



自行车模型 (bicycle model)

角速度（yaw rate）：

𝜃̇ = 𝜔 = /
0

(1)

同时：

tan𝜙 = tan 𝛿 = !
"

(2)

将 (2)带入 (1)消除 R，得到：

𝜽̇ =
𝒗 𝐭𝐚𝐧𝝓

𝑳

𝜙

参考点：(𝑥$ , 𝑦$)

瞬时旋转中心

转弯半径

角速度定义

相似角、tan定义

纵向速度
前轮转向角

前后轮轴距

角速度与前轮转向角
具有非线性关系



完整的自行车模型 (bicycle model)

𝜙

当以后轮为参考点时：
̇𝑥1 = 𝑣 cos 𝜃
̇𝑦1 = 𝑣 sin 𝜃

𝜃̇ =
𝑣 tan𝜙
𝐿



自行车模型 (bicycle model)

当以前轮为参考点时：
̇𝑥2 = 𝑣 cos 𝜃 + 𝜙
̇𝑦2 = 𝑣 sin 𝜃 + 𝜙

𝜃̇ =
𝑣 sin𝜙
𝐿

𝜙

图片来自Coursera



自行车模型 (bicycle model)

当以重心为参考点时：
̇𝑥3 = 𝑣 cos 𝜃 + 𝛽
̇𝑦4 = 𝑣 sin 𝜃 + 𝛽

𝜃̇ =
𝑣 cos 𝛽 tan𝜙

𝐿

𝛽 = tan5,
𝑙1 tan𝜙

𝐿

𝜙侧滑角

图片来自Coursera



车体侧滑角

车体侧滑角定义：

当角度较小时：

横向速度

纵向速度

运
动
方
向

侧滑
角



（Revisit）车辆运动学结构 (vehicle kinematics)

控制变量 (𝑢)
• 𝜙:转向角
• 𝑣:纵向速度

状态变量 (𝑞)
• (𝑥, 𝑦, 𝜃):位置、朝向

其他应变量与常量
• 𝜌:转弯半径
• 𝐿：前后轴的距离

现实中是否可以随意改变转向角？



更真实的自行车模型 (bicycle model)

控制变量 (𝑢)
• 𝝓:转向角变化率
• 𝑣:纵向速度

状态变量 (𝑞)
• (𝑥, 𝑦, 𝜃, 𝜹):位置、朝向、转向角

运动学限制：
̇𝑥# = 𝑣 cos 𝜃 + 𝛽
̇𝑦$ = 𝑣 sin 𝜃 + 𝛽

𝜃̇ =
𝑣 cos 𝛽 tan 𝛿

𝐿
, 𝛽 = tan%&

𝑙' tan 𝛿
𝐿

𝛿̇ = 𝜙



（Revisit）非完整约束（nonholonomic constraint）

非完整约束是指对状态导数的不可积分约束

• 实例：轮胎抓牢地面形成对车辆前后轮速度的约束

• (𝑥̇, 𝑦̇)只能朝前：
𝑥̇ 𝑡 = 𝑔! 𝜃 𝑡
𝑦(𝑡) = 𝑔"(𝜃(𝑡))

• 𝜃̇由前轮转向角𝜙决定：
𝜃̇(𝑡) = g" 𝜙(𝑡)

现实中是否总是满足该约束？



轮胎打滑

转向角控制变得复杂



上下坡

纵向速度控制变得复杂



车辆动力学

动力学模型（dynamics model）
• 描述力与物体运动关系的数学模型
• 它关注的是力、力矩等对物体的位置、速度、加速度等的影响

通用形式：

例如：𝑥̈ = (𝑓: − 𝑓; − 𝑓<)/𝑀

背景要求：
• 一点点中学物理

图片来自Coursera



受力分析

𝑚𝑥̈ = 𝐹=> + 𝐹=? − 𝐹@A?B − 𝑅=? − 𝑅=> −𝑚𝑔 sin 𝛼

空气阻力

轮胎驱动力

摩擦力

摩擦力

重力

地面倾斜角

图片来自Coursera



受力分析 –总阻力

𝑚𝑥̈ = 𝐹!" + 𝐹!# − 𝐹$%#& − 𝑅!# − 𝑅!" −𝑚𝑔 sin 𝛼

• 空气阻力: 𝐹@A?B = 𝑐@ 𝑥̇ ;

• 摩擦阻力: 𝑅= = 𝑅=? + 𝑅=> ≈ 𝑐?|𝑥̇|

• 重力: 𝑚𝑔 sin 𝛼 ≈ 𝑚𝑔𝛼

总阻力：𝑭𝒍𝒐𝒂𝒅 = 𝒄𝒂 𝒙̇ 𝟐 + 𝒄𝒓 𝒙̇ + 𝒎𝒈𝜶

−𝐹'&$(



受力分析 –牵引力

𝑚𝑥̈ = 𝐹!" + 𝐹!# − 𝐹$%#& − 𝑅!# − 𝑅!" −𝑚𝑔 sin 𝛼

引擎离合传动齿轮

刹车

刹车

轮胎

轮胎

差速器

𝐹!

图片来自Coursera



传动流程

引擎

离合

传动齿轮

轮胎

轮胎转速

齿轮转速

引擎转速

轮胎扭矩

引擎扭矩

齿轮扭矩

GR=齿比（由档位控制）

图片来自Coursera

牵引力（未知）



总受力公式：

带入车辆速度与各部件转速的关系：

得到总受力公式：

带入引擎转速公式（消除𝐹7）：

得到…

受力分析 –牵引力𝑭𝒙

→



车辆纵向动力学公式

𝑱𝒆𝝎̇𝒆 = 𝑻𝑬𝒏𝒈𝒊𝒏𝒆 − 𝑻𝑳𝒐𝒂𝒅 （角加速度版）
• 𝐽A = 𝐼A + 𝐼I + 𝐼J𝐺𝑅; +𝑚 𝐺𝑅; 𝑟A>>;

• 𝑇KB@L = 𝐺𝑅 𝑟A>>𝐹KB@L = 𝑟822𝐺𝑅(𝑐9 ̇𝑥 - + 𝑐1 ̇𝑥 + 𝑚𝑔𝛼)

𝑱𝒆
(𝒓𝒆𝒇𝒇)(𝑮𝑹)

𝒙̈ = 𝑻𝑬𝒏𝒈𝒊𝒏𝒆 − 𝑻𝑳𝒐𝒂𝒅 （线加速度版）

• 利用关系： 𝑥̈ = 𝑟A>>𝐺𝑅𝜔̇A



车辆纵向动力学公式

𝑱𝒆𝝎̇𝒆 = 𝑻𝑬𝒏𝒈𝒊𝒏𝒆 − 𝑻𝑳𝒐𝒂𝒅 （角加速度版）
• 𝐽A = 𝐼A + 𝐼I + 𝐼J𝐺𝑅; +𝑚 𝐺𝑅; 𝑟A>>;

• 𝑇KB@L = 𝐺𝑅 𝑟A>>𝐹KB@L = 𝑟A>>𝐺𝑅(𝑐@ 𝑥̇ ; + 𝑐? 𝑥̇ + 𝑚𝑔𝛼)

特点：

• 引擎扭矩超过一定量才会加速（对抗 𝑇KB@L ）
• 引擎扭矩越大，加速越快
• 车辆越重、地面坡度越大、齿比(GR)越高、速度越高，加速越慢



纵向轮胎打滑率（进阶）

轮胎转速 轮胎半径

前向速度

剧烈减速时轮胎滑移

剧烈加速时轮胎空转

轮胎锁死（比如紧急刹车时）

注：纵向打滑率由许多轮胎与地面的物理性质决定，
具体计算通常需要经验模型。



车辆横向动力学

惯性坐标系

车体坐标系

旋转中心

车道中心线

如何
对齐

？

中心线朝向

车体朝向



车辆横向动力学

轮胎切向受力

轮胎切向受力

转向角（输入）

侧滑角

角速度（yaw rate）
质心



轮胎切向受力（Tire Forces）

图片来自openVD

接触面

运动方向

轮胎方向

轮胎侧滑角

轮胎切向受力

线性化侧偏刚度
Linearized cornering
stiffness

轮胎侧滑角

轮
胎
切
向
受
力



轮胎切向受力（Tire Forces）

前轮切向受力：

后轮切向受力：

转向角

侧滑角
角速度（yaw rate）

行车速度

轮胎侧滑角切向受力

注：线性轮胎模型只是近似模型，但高度适用于城市自动驾驶汽车的运行
条件。当打滑程度过高时，应当使用 Pacejka模型。



横向加速度：

受力分析：

力矩分析：

以上两项分析中带入𝐹:2与𝐹12的表达式，得到…

车辆横向受力分析

ÿ：切向加速度；𝜔(𝑅:向心加速度

带入关系：𝛽 ≈ 𝑦̇/𝑉；V = 𝜔𝑅

𝛽̇：侧滑角改变速度；𝜓̇:车身角速度

𝐹)*：前轮切向受力； 𝐹+*：后轮切向受力

𝑙)*：前轮与质心距离； 𝑙+*：后轮与质心距离



状态向量：

车辆横向动力学公式

侧滑角横向位置 偏航角
yaw angle

车体角速度
yaw rate

矩阵形式：

线性系统！



车辆制动（Actuation）

方向盘

油门

刹车

横向
动力学

纵向
动力学

横向驱动力

纵向驱动力

角速度

前向速度
轨迹跟踪

横向
运动学

纵向
运动学



转向（Steering）

方向盘角度

轮胎角度

轮胎切向
受力

车辆转向



油门（Throttling）

引擎力矩

档位器
齿轮比

轮胎力矩
牵引

力

油门百分比

发动机转速



刹车（Braking）

刹车力度

刹车片
受力

刹车轮转矩

刹车
阻力



车辆控制

命令

扰动

运动学

动力学

控制器

动态系统

车辆物理状态

控制命令



车辆运动控制总体流程

速度曲线生成 路径生成c

油门、刹车 方向盘

纵向控制 横向控制

参考输入

控制

制动

感知



前向控制、反馈控制

前向控制（开环）

反馈控制（闭环）

前向控制器 受控体

受控体反馈控制器

输出

输出

输入

输入

命令

命令



反馈控制闭环（Feedback Control Loop）

控制器
（Controller）

受控体 (Plant)/
受控系统 (System)

传感器
（Sensors）

参考输入
误差

前向通道

反馈通道

制动器
输出（系统状态）



反馈控制闭环（Feedback Control Loop）--车辆

运动控制器
（Motion Controllers）

汽车传感器
（Sensors）

前向通道

反馈通道

实际车辆轨迹参考轨迹
轨迹
误差

方向盘
油门
刹车

？



例：一维速度控制器

实际速度 𝑦
（输出）

参考速度 𝑦%
（输入）

误差 𝑒

控制闭环：

比例控制器（Proportional Controller）：

𝒖 = 𝒌𝒆 = 𝒌(𝒚𝟎 − 𝒚)

• 𝑘是增益
• 当 𝑦 < 𝑦, 时， 𝑢 > 0；加速，减小误差

何时停止加速？

• 当 𝑢 = 𝐹-./0, e=
1!"#$
2

时，停止加速

系统将平衡在错误的速度！

驱动力 𝑢 实际速度 y参考速度 𝑦%

无误差

控制器
𝑢 = 𝑓(𝑒) 车辆

传感器

误差 e

平衡速度 𝑦∗



比例控制器（P Controller）

Proportional 车辆

−
+

输入 𝑦% 输出 y

反馈通路

控制 𝑢

时间

误
差

当前误差
响应图



控制 𝑢

比例-积分控制器（PI Controller）

Integral 车辆

−
+

输入 𝑦% 输出 y

反馈通路

P

过去的累积误差当前误差

误
差

时间

响应图



比例-积分控制器（PI Controller）

控制响应

误差误差积分
（+）

误差积分
（-）

超调
（Overshooting）

控制 𝑢
Integral 车辆

−
+

输入 𝑦% 输出 y

反馈通路

P

过去的累积误差当前误差
响应图



PID控制器（PID Controller）

控制 𝑢

I 车辆

−
+

输入 𝑦% 输出 y

反馈通路

P

Derivative

过去的累积误差当前误差 未来误差

超调
（Overshooting）

控制响应

误差

控制响应

响应图



PID控制器（PID Controller）

控制 𝑢

I 车辆

−
+

输入 𝑦% 输出 y

反馈通路

P

D

过去的累积误差当前误差 未来误差 当增益参数合理时：



PID响应曲线特征量

上升时间

超调百分比

稳定时间

稳态误差



PID手动调参

PID增益
（PID gains）

上升时间
（Rise time）

超调
（Overshooting）

稳定时间
（Settling time）

稳态误差
（Steady state error）

增加 𝐾! 降低 升高 微小改变 降低

增加 𝐾" 降低 升高 升高 消除

增加 𝐾# 微小改变 降低 降低 微小改变

调参流程（例）：
• 将所有增益设置为0（开环系统）
• 增加𝐾'，直至上升时间（rise time）降低到合理范围
• 增加𝐾(，直至超调百分比（overshooting）降低到合理范围
• 增加𝐾)，直至稳态误差（steady state error）降低到合理范围
• 按照以上表格反复微调三项增益



车辆纵向控制实例

巡航控制：保持用户设定的参考速度

高层控制器 底层控制器

参考速度 加速度
油门

刹车

行车速度

PID



车辆纵向控制实例
PID 底层控制器

需要的加速度
参考速度

实际速度

PID增益



底层控制器 PID 底层控制器

需要的加速度 引擎力矩 油门角度

车辆动力学模型

引擎变换图（基于数据） 油门角度

引
擎
力
矩

引擎转速



控制效果实例

参考速度
30m/s

高层（+底层）控制 车辆动力系统油
门 车辆速度

油
门
位
置

车
辆
速
度

时间（s）时间（s）



前向控制、反馈控制

前向控制（开环）

反馈控制（闭环）

前向控制器 受控体

受控体反馈控制器

输出

输出

输入

输入



前向与反馈控制的结合

预测性：预测维持目标稳态（ steady
state）所需要的控制

前向控制器

反应性：对扰动和误差做出反应，并提供相应
的控制以使系统收敛于稳态（steady state）

反馈控制器 受控体

前向+反馈 =维持稳态+对抗扰动



前向+反馈车辆控制

前向控制器

反馈控制器

参考速度

基于稳态数据的预制表

反馈控制算法
（消除误差）

行车速度



参考速度 ->轮胎转速

轮胎转速 ->引擎转速

（维持稳态需要的）引擎力矩

引擎转速、力矩 ->油门位置

前向控制表

引擎变换图（基于数据） 油门角度

引
擎
力
矩

引擎转速



前向控制效果

三角函数输入

PID
PID+前向控制表
参考速度

PID控制的误差总是
存在，因其工作原
理就是对误差进行
相应

加入前向控制的“预
测”功能后，可以紧
密地跟随输入变化



车辆运动控制总体流程

速度曲线生成 路径生成c

油门、刹车 方向盘

纵向控制 横向控制

参考输入

控制

制动

感知



横向控制问题

给定一条参考轨迹

计算相对于参考轨迹的误差

设计控制器，在满足方向盘角度限制的条件下，将轨迹追踪误差维持在零

加入对动力学限制（如最大加速度等）的考量



参考轨迹

常见类别：
• 直线段（straight-line segments）
• 航路点（waypoints）
• 参数曲线（parameterized curves）

轨迹追踪目标：
• 消除相对于路径的位置偏移
• 对齐航向角与路径方向



横向控制器误差

朝向误差（Heading Error）
• 𝝍=车辆朝向-路径朝向

• 依据以前轮为参考点的自行
车模型，朝向误差的变化率
为：

路
径
方
向

车辆
朝向

朝向误差
前轮速度垂直于
车身的分量

参考路径
若为直线 前后轮轴距



横向控制器误差

偏航误差（Crosstrack Error）
• 前轮中心到路径上最近点的距
离

• 偏航误差的变化率为：

偏航误差
最
近
距
离
点

前轮中心

前轮速度垂直于
路径的分量



横向控制器分类

几何控制器：只考虑几何与运动学，不考虑动力学
• 纯追踪算法（Pure pursuit）
• Stanley

动力学控制器：考虑动力学
• 模型预测控制（Model Predictive Control, MPC）



纯追踪算法

机器人学与自动驾驶中最经典的几何路径追踪算法之一

利用前方路径上的参考点计算误差

非常简单的反馈控制逻辑

实际路径

前瞻点



纯追踪算法

输入：车辆与参考路径的几何信息

输出：行车路径的曲率

前瞻点：位于参考路径上的、离车
辆后轮中心具有固定前瞻距离的目标
点

目
标
点

（
前
瞻
点
）

前瞻距离



纯追踪算法详解

𝛼:前瞻方向角（输入）

𝑙0:前瞻距离（输入）

前瞻
方向

角

⇒

⇒

转弯半径

前瞻距离

前瞻点

⨁ 车辆运动学

三角函数性质

曲率定义

⇒

𝜅:路径曲率（输出）

𝑅:转弯半径（输出）

𝛿:转向角（输出）



纯追踪算法 vs. P-Controller?

⨁

⇒

纯追踪公式（曲率） 追踪误差≜追踪点到行进方向的最短距离

追踪误差

前瞻点

当前
行进

方向

输入（追踪误差）P增益输出（曲率）

𝑙*应当与速度正相关

𝑙F = 𝐾FF𝑣2



Stanley控制器

Stanley横向控制器：
• 以前轮中心为车辆参考点
• 同时考虑朝向误差和偏航位置误差
• 考虑最大转向角限制
• 不需要前瞻点

2005 DARPA Grand Challenge赢家：



Stanley控制器详解

对齐朝向：
• 使前轮方向=路径方向

消除偏航误差：
• 曲率正比于偏航误差

• 曲率反比于前轮速度

转向角限制：

车辆
朝向

参
考
路
径
朝
向

前
轮
方
向

偏
航
误
差

Stanley控制律：



Stanley控制器—收敛性质分析

分析偏航位置误差的变化率
• 误差变化 𝑒̇与转向角 𝛿的关系：

• 带入Stanley控制律：

• 利用三角函数性质简化：

当误差较小时：

• 该微分方程的解为指数函数

• 这表明误差将指数级收敛



收敛测试—仅有偏航误差



收敛测试—仅有朝向误差



模型预测控制（Model Predictive Control, MPC）

在控制中充分考虑车辆动力学
• 构建一个关于最优控制的约束优化问题
• 以最小化轨迹追踪误差、最小化控制输入为目标
• 以动力学模型、动力学限制等为约束

优势：简单、通用的问题表述

劣势：计算复杂性较高



MPC优化问题

（二次）目标函数（轨迹追踪误差+控制成本）

优化变量： t到 T时间的控制序列
车辆动力学公式

可行状态限制

可行控制限制

更多底层动力学限制（与打滑、倾
倒、引擎动力等相关）

上述约束优化问题通常为非线性问题，需要数值方法求解
• 二次规划（线性约束）、序列二次规划（非线性约束）

• 梯度下降、共轭梯度下降（局部最优）

• 对偶法（约束优化）、内点法（大规模问题）



滚动时域控制算法（Receding Horizon Control）

o 选择时域长度（Horizon，记作 T）

o 对于当前时间步 𝑡 − 1：
o 利用 𝑢+,!，𝑥+,!与车辆动力学模型，预测一个时间步之后状态 𝑥+
o 同时进行：

o （Move to 𝑥+）执行 𝑢+,!,使车辆从状态 𝑥+,!运动到状态 𝑥+
o （Compute 𝑢+）优化从时间 𝑡到 𝑇期间的控制序列 𝑢+ , … , 𝑢-，输出第一个 𝑢+



基于MPC的车辆横纵向控制

纵向力

车辆状态反馈

参考轨迹

横向力

车辆制动

油门、刹车

方向盘

实车/
自行车模型



MPC控制效果—来回变道

横向运动（位置）
参考vs.实际

纵向运动（速度）
参考vs.实际

横向运动（速度）



MPC控制效果—来回变道

轮胎力（实际） 偏航率（角速度）
参考vs.实际



总结

车辆运动学
• 自行车模型（可以前轮、后轮、质心为参考点）

车辆动力学
• 纵向动力学公式：引擎力矩->纵向加速度
• 横向动力学公式：前轮转向角->横向速度、角速度、角加速度

车辆控制：
• 开环控制、闭环控制流程

• 纵向：PID
• 横向：Pure Pursuit、Stanley
• 高阶：MPC
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